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» Problema: Dividir un conjunto de bienes continuamente
divisibles entre un conjunto de agentes. Se busca que todos
los agentes reciban el mismo porcentaje de acuerdo a sus
propias valoraciones y éste sea tan grande como sea posible.
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- Introduccion

Introduccidn

» Problema: Dividir un conjunto de bienes continuamente
divisibles entre un conjunto de agentes. Se busca que todos
los agentes reciban el mismo porcentaje de acuerdo a sus
propias valoraciones y éste sea tan grande como sea posible.

» Ejemplo: pizza con varios ingredientes.

> Procedimiento de Ajuste al Ganador (2 personas).
» Procedimiento de Knaster para herencias.

» Procedimiento para mas de 2 personas.



LProcedimiento de Ajuste al Ganador (2 personas)

Procedimiento de Ajuste al Ganador (2 personas)

Cada persona asigna 100 puntos.

Bien P1 P2
1 10 14
2 20 23
3 30 24
4 15 10
5 13 12
6 12 17

100 100



LProcedimiento de Ajuste al Ganador (2 personas)

Procedimiento de Ajuste al Ganador (2 personas)

Cada bien se asigna al mejor postor.

Bien
1

SO BWN

P1
10
20
30
15
13
12
58

P2
14
23
24
10
12
17
54
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Procedimiento de Ajuste al Ganador (2 personas)

> Ajuste al ganador.

Bien
1

SN

P1
10
20
30
15
13
12
58

P2
14
23
24
10
12
17
54

=

slaslzRIS

=125
=1.50
=1.08



L Procedimiento de Ajuste al Ganador (2 personas)

Procedimiento de Ajuste al Ganador (2 personas)

> Ajuste al ganador.

Bien P1 P2

1 10 14
20 23
30 24
15 10
13 12
12 17
58 54

> Se calcula la fraccién que se necesita pasar de P1 a P2.

=125
=1.50
=1.08

=

oA W
itresitENI

58 —x-(13) =54+ x-(12) = x=0.16
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Procedimiento de Ajuste al Ganador (2 personas)

Ajuste al ganador.

Bien P1 P2
1 10 14
2 20 23
3 30 24 30 —-125
4 15 10 8 _ 1.50
5  13(.84) 12(.16) % =1.08
6 12 17
55.92  55.92
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LProcedimiento de Ajuste al Ganador (2 personas)

Propiedades del Procedimiento de Ajuste al Ganador (2 personas)

» Equitativo: Cada jugador recibe el mismo monto

> Libre de envidias: Ninguno de los jugadores prefiere lo que le
tocé a otro.

» Optima de Pareto: No hay otra asignacién de tal forma que
se pueda mejorar a alguno sin empeorar a otro.
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Procedimiento de Knaster para herencias

» Cada heredero por separado y en
para cada bien.

sobre cerrado da un precio

H1

H2 H3 H4
Bienl 20 40 60 120
Bien2 24 20 32 16
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Procedimiento de Knaster para herencias

» Cada heredero por separado y en sobre cerrado da un precio
para cada bien.

HI H2 H3 H4
Bienl 20 40 60 120
Bien2 24 20 32 16

» Por cada bien:

> Se vende el bien al mejor postor, al precio que él propuso.

» Sele da % a cada heredero i. P; es el precio que i propuso.
> El resto se divide en partes iguales.



|—Procedimiento de Knaster para herencias

Procedimiento de Knaster para herencias

Para el primer bien:

20 40

15 15
20 25

60

15
15
30

120

-120

30

15
-75+Bien 1

u]
&)
I
i
it
<
»
¢



|—Procedimiento de Knaster para herencias

Procedimiento de Knaster para herencias

Para el otro bien:

24

20 32 16
-32
6 5 8 4
225 225 225 225
825 7.25 -21.75 6.25



LPrc.cedimiento para mds de 2 personas

Procedimiento para mds de 2 personas

» Problema: Dividir un conjunto de bienes continuamente
divisibles entre un conjunto de agentes. Se busca que todos
los agentes reciban el mismo porcentaje de acuerdo a sus
propias valoraciones y éste sea tan grande como sea posible.
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Procedimiento para mds de 2 personas

» Problema: Dividir un conjunto de bienes continuamente
divisibles entre un conjunto de agentes. Se busca que todos
los agentes reciban el mismo porcentaje de acuerdo a sus
propias valoraciones y éste sea tan grande como sea posible.

» Resultado Principal: Un algoritmo que distribuye el conjunto
de bienes de tal manera que todos los agentes obtienen el
mismo porcentaje de acuerdo a sus propias valoraciones y
ademds, este porcentaje es maximo.
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Definiciones y notacién

Sean
» M ={1,...,m} el conjunto de bienes.
» N ={1,...,n} el conjunto de agentes.

» A= (aj)iem jen donde aj; es la valuacion que el agente j da
al bien i. Suponemos que,

Za,-j:c

ieM

para todo j € N y algiin ¢ € R.
» X = (xj)iem jen donde x;; es el porcentaje del bien /
asignado al agente j.



LDeﬁnicicmes y notacién

Definiciones y notacién

Diremos que la solucién X esta nivelada si el valor total que
obtiene cada agente con X, de acuerdo a sus propias valoraciones,
es el mismo.

» Definicion. Diremos que la solucion X para el problema A
estd nivelada si
Z a,-jx,-j =C
ieM
para todo j € N y alguna constante c.
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Definiciones y notacién
Diremos que la solucién X esta nivelada si el valor total que
obtiene cada agente con X, de acuerdo a sus propias valoraciones,
es el mismo.

» Definicion. Diremos que la solucion X para el problema A
estd nivelada si
Z a,-jx,-j =C

ieM
para todo j € N y alguna constante c.
» El problema de PL para encontrar la mejor solucién nivelada,

max Zz
S.a.
Yiem ajxj =z J€ N
ZjGN Xjj = 1 ieM
xj >0



LDeﬁnicicmes y notacién

Definiciones y notacién

» Problema dual
min Y icp Vi

a,'J'UJ'SV,' iEM,jEN
Yienuj =1
UJ'ZO

Las variables duales u; nos dicen cuanto incrementa z si al
jugador j se le da una unidad adicional de utilidad. Las

variables duales v; nos dicen en cuanto se incrementa z si
agregamos una unidad del bien /.
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Definiciones y notacién

» Observacion 1: Hay m+ n — 1 variables basicas.
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LDeﬁnicicmes y notacién

Definiciones y notacién
» Observacion 1: Hay m+ n — 1 variables basicas.

» Observacion 2: Condiciones Kuhn-Tucker

(a,-juj - V,')X,'j =0

» Observaciéon 3: A cada solucién bdsica le asociamos una
gréfica (la cual no tiene ciclos).

g ={(.)lx; > 0}



I—Soluciones asociadas a la grafica

Solucién del problema dual asociada a la grafica

> Si conocemos la grafica éptima, entonces la solucién al
problema dual es directa. Necesitamos resolver el sistema

ajuj =v; para(i,j) € g.

Yjenuj=1



LSoluciones asociadas a la grafica

Solucién del problema dual asociada a la grafica

> Si conocemos la grafica éptima, entonces la solucién al
problema dual es directa. Necesitamos resolver el sistema

ajuj =v; para(i,j) € g.

Yjenuj=1

» Notese que,

ZIZV,'

ieM



L Soluciones asociadas a la grafica

Ejemplo

>

8 10 7
=7

DA



|—Soluciones asociadas a la grafica

Ejemplo
| 4

8 10 7

A_[4 2 5]
>

“« O

B
v O

X

\



|—Soluciones asociadas a la grafica

Ejemplo

Vq

V;

U;
necesitamos que aju; = v; para toda (i, j) € g.

[m]



L Soluciones asociadas a la grafica

Ejemplo



L Soluciones asociadas a la grafica

Ejemplo

>

» Normalizando vy v

U, =4

u; =4
UT =

£(5.4,4)



|—Soluciones asociadas a la grafica

Solucién del problema primal asociada a la grafica

> Con el fin de resolver el problema primal, necesitamos resolver
el sistema,

Yiem aijXj = Z

YjenXij =1




LSoluciones asociadas a la grafica

Solucién del problema primal asociada a la grafica

> Con el fin de resolver el problema primal, necesitamos resolver
el sistema,
Yiem aijXj = Z
ZjeNXij =1

» Si hay una sola arista que conecta a j € N entonces x;; = Z-.
U



LSoluciones asociadas a la grafica

Solucién del problema primal asociada a la grafica

> Con el fin de resolver el problema primal, necesitamos resolver

el sistema,
Yiem ajXj = Z
YjenXij =1
> Si hay una sola arista que conecta a j € N entonces x;; = =

aj’

» Si hay una sola arista que conecta a i € M entonces x;; = 1.



L Soluciones asociadas a la grafica

Ejemplo

>

O
“ O

%O )
“ O

or

\



|—Soluciones asociadas a la grafica

Ejemplo

>

(O v,
/
v O
4 QO v
“ O
\

O
» Comoz=Y =0y ¥ X =
= Liem Vi 13 Y Liem ajjXjj = Z

_ 160 _ 12 _ 1
xX3=s13 =13 x1=1—x3=1



LAlgoritmo

Algoritmo

1. Encontrar una grafica para A que sea factible en el dual.

2. Suponer z=w =Y ;cpy Vi

3. Encontrar la solucién primal correspondiente. Si la solucién es
factible, terminamos.

4. De otra manera, encontrar otra grafica dual factible y regresar
a2



LAIgoritmo

Encontrar una grafica que sea factible en el dual

1. Incluir la entrada mds grande de cada renglén.
2. Incluir otras n — 1 manteniendo factibilidad dual:

(h 1) s=argmin { 2 (1.)) € .1 ¢ N(G)}.

ijUj

3. Actualizar v y u.



|—Algoritmo

Cémo encontrar otra grafica dual factible

1. Supongamos xp, < 0. Sea E' := E\(h, k).
2. Calcular

(i,j) := argmin { Vi

a,-juj-

3. Actualizar v y u.

(i j) ¢ E',ieN(Cy),j€e N(Ch)}



|_A|goritmo

Ejemp|o 2

>

5 16 4
A_[3 }

Q>



|—Algoritmo

Ejemplo 2.

>

Vi

Vo

32 14
QO v
/
16
4
3 s



|—Algoritmo

Ejemplo 2.




I_Algo"itmo

Ejemp|o 5

>

V=16

O / (O usmtens

16

O U=1
V=14 O



LAlgo"itmo

Ejemplo 2.

>

() uw=tens

O Us=4
» Como Y u; = 2L entonces
;1

vT = (

5
6(15) 14(15))
91 ! 91




I—Algoritmo

Ejemplo 2.

>

O U,=161186

O U=t

» Como Y uj = 31

5
6(15) 14(15 4(15
o= (L) T = (845

entonces

>y
X3 = 1 =12 = =5 = —755
23 = X11 = g7 X12 = X13 = ~ 182



O U,=16M5




I—Algoritmo

Example 2.

O U,=16/15




LAlgO"itmo

Ejemplo 2.

>

) 1=40113
3 1 ( ) L
V1 -60011 /

i
V,=840/91 O

O U,=60/91




LAlgoritmo

Ejemplo 2.

>

O U,=4013

1
— O /

V,=840/91 Q

O U,=7526

\4\
O U,=60/91
1205

» Como } u; = F35 entonces

T _ (1680 336 _ /112 105 24
v = (1 2a1) u' = (547 243 241



LAlgoritmo

Ejemplo 2.

>

O U,=4013

1
op— O /

V,=840/91 Q

O U,=7526

» Como ) u; = 1128—(); entonces

VT = (1680 3%6) uT = (L2 105 24

>y
97 115 126 144
X1 = 921 X1 = a1 X127 241 X23 T o1



e
|—Algoritmo

Teorema E/ algoritmo anterior encuentra la mejor solucion
nivelada.
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